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1 Application directe du cours : cinétique (8 pts)

Un rotor (1) est constitué d'un axe de masse négligeable et de quatre bras de masse négligeable, &
'extrémité desquels sont fixées 4 masselottes (points matériels) identiques, comme indiqué sur la figure
ci-dessous.
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Les quatre points matériels (M, M, M3, M,) font partie du rotor indicé (1).



Nous définissons :

-3 ] - ..
— R =(0,io,jo.ko), référentiel fixe, avec kg sur la droite OO, dirigé de O vers O,

-3 - = —>
— R =(0, i1 j1,k1), référentiel lié au rotor, avec k) = ko et M contenu dans le plan (O,k1,71).

La position du rotor (1) est repérée par I'angle oY) = @o £.

ATTENTION ! Sur la figure ci-dessus, le rotor est représenté dans une position simple
correspondant 8 a =0 (a 2w prés !).

Les quatre bras ont méme longueur, notée R, et les positions axiales des quatre masses sont définies
. — o —r S — > —s >
par les relations : OM; - kg =a, OM;- ko =2a, OM; - ky =3a et OM;- kp =4a.

Calculer, dans le mouvement du rotor par rapport au référentiel fixe Ro.
11 -(2 points) sa quantité de mouvement et sa quantité d'accélération,
[J 2 -(2 points) son moment cinétique au point O, exprimé dans le repére d'écriture Ry,
J 3 -(2 points) son moment dynamique au point O, exprimé dans le repére d'écriture R, .

(14 - (2 points) AN. Calculer numériquement et dans le systéme d'unités S.I. les composantes (dans R )
des quatre vecteurs déterminés ci-avant, avec : a=20mm, R =40mm, oo = 157 rad/s, m =350g.

2 Application directe du cours : matrice d'inertie d'un cylindre, pas de révolution
(15 pts)

Il s'agit d'un cylindre de... révolution, homogéne (masse volumique constante p ), de hauteur H et de
-
rayon R, dont on a éliminé 1/4 de la matiére, selon deux plans de coupe orthogonaux (O,/1,k1) et

- -
(O,k1,#1). La masse de ce trois-quart de cylindre est M.

7o N . ®
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i j1 Rappel :

In=1mR?
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Nous allons définir la matrice d'inertie [/]y de ce solide homogéne, de masse M, dans le repére
= :
R; = (0,4 j1,k1) (qui n'est pas "repére principal d'inertie").

O 1 -{2 points) Calculer & = Jz’dm. Conseil : "prendre un dm a z=cste ".



0O 2-(2 points) Déduire rapidement du rappel (voir encadré ci-dessus) la valeur de C =.I (x?* +y)dm.
03 -(3 points) Calculer, en utilisant les coordonnées cylindrigues (r, 8, z), le produit d'inertie F = J'xydm.
Les trois cocrdonnées (7, 6, z) sont indépendantes.

Vous étes amené a calculer la quantité !::: sinf cosBdB. Vérifiez qu'elle vaut — 521- .

O 4 -(3 points) Terminer les calculs et montrer que la matrice d'inertie [7]o &, ©st dela forme

KMMQGRI+H?Y) kMR 0
[7og, = kMR BMQGR*+HY) 0
0 0 ks MR?

Donner les valeurs des coefficients scalaires &, k3, k3 .

ATTENTION ! A partir de maintenant, que vous ayez répondu ou pas aux questions
précédentes, vous considérerez que la matrice d'inertie du solide, au point O et dans le
référentiel R, s'écrit comme ci-dessus avec

k=01 k2= 0,05 k3=0,5

[0S -(3 points) Le repére R, n'est pas un repére principal d'inertie. Pouvez-vous définir, en justifiant votre
réponse, un repére principal d'inertie Ry, défini en O, pour ce solide. Ecrire alors [ / Jo R,

[0 6 -(2 points) AN. Calculer 4, B, C et F avec p=7800kg/m>, H = 50mm, R = 25 mm.

3 Exercice de cinématique : différentiel classique de véhicule automobdile (13 pts)

J|[L—

M : moteur E : embrayage
B : boite de vitesses (0)
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D : différentiel ‘ \
72=123

RG et RD : roue gauche (2) et roue droite (3).

Le plan en annexe n'est donné que pour information.



Sur les roues avant d'une traction (la quasi totalité des voitures modernes) ou sur les roues arriére
d'une propulsion (quelques Volvo, Ford, etc.), il est indispensable de placer un différentiel afin de rendre
indépendantes les deux roues motrices. Faute de quoi il ne serait pas commode de négocier les virages... et
nous aurions a changer de pneumatiques toutes les 3 semaines |

Larbre de sortie de la boite de vitesses correspond a larbre d'entrée du différentiel. Nous

considérerons comme entrée le mouvement de la roue conique (1) par rappert 4 la "caisse” du véhicule
_).

_ —
(référentiel (0)) : Q0 =010 fo.

O 1 -(2 points) Se placer "sur" le porte-satellite (1) et écrire 1a relation trés trés simple liant les vitesses de
rotation @2,1 et w3, des roues dentées (2) et (3).

En déduire la relation trés simple liant les vitesses de rotation ®2/0,®3/0 €1 ®1/0, quelque soit les
conditions d'utilisation du véhcule.

M2/0 et W3/0
/0 Wiso

012 - Par utilisation de la composition des mouvements, préciser les valeurs de lorsque le

véhicule se déplace, a la vitesse v
— 2.1) (2 points) en ligne droite,
— 2.2) (4 points) en virage & droite, selon le schéma suivant :
On posera Rz — Ra = E et on donnera

les résultats en fonction de £ et R. A Q) g
e vi int s yolt

v correspond & la vitesse du point situé 1 \%
4 mi-distance entre les roues (2) et (3).

La roue (2), a lextérieur du virage, admet R, R,

en son centre une vitesse v2 (> v)

et la roue (3) ... T°0 : centre du virage

O 3 - L'inconvénient majeur de ce différentiel classique dont le rendement est proche de 1 (denture
droite, frottement négligeable !} est qu'il ne permet pas de se sortir de la situation délicate dans laquelle
nrous nous trouvons lorsque la roue droite patine sur le bas-c6té glissant de la route (boues, verglas, etc.)
et ce méme si la roue gauche adhére parfaitement a la chaussée.

Le véhicule (propulsion) est supposé a I'arrét sur le parking de 'ENIB (il n'y a pas de boue et le sol est
parfaitement sec, pour une fois !). Le conducteur quitte son emplacement calmement. Nous avons un état
d'équilibre quasi statique et nous pouvons appliquer le principe fondamental de la statique.

— 3.1) (1 points) Isoler la roue droite (voir figure 3.1) et exprimer Fr4s3, effort de contact supposé
purement tangentiel exercé par le satellite (4) sur la roue cdnique (3), en fonction du couple Cears
appliqué par l'extérieur (tout ce qui n'est pas lié au contact 4/3 et & la liaison pivot Ly,3) sur la
roue (3) et du rayon r3 de la roue conique.

— 3.2) (1 points) Faites de méme pour la roue gauche (voir figure 3.2) et exprimer Fr4/2, effort de
contact supposé purement tangentiel exercé par le satellite (4) sur la roue conique (2), en fonction
du couple Cen/2 appliqué par l'extérieur (tout ce qui n'est pas li¢ au contact 4/2 et & la liaison pwot
Ly12) sur la roue (2) et du rayon r; de la roue cOnique.

~ — 3.3) (1 points) Isoler le satellite (4) (voir ﬁgure 3.3) et en déduire la relation liant C 3 et Cexiz.

— 3.4) (2 points) Conclure en vérifiant la véracité de l'inconvénient du différentiel classique énoncé
dans les 4 premiéres lignes de la présente question.
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I Formule de la dérivation composée

dlﬂ)g a'“lg —_— ¥ les référentiels Ry et Ry,
T= 1 +nlmAU

2 Composition des monvements

Composition des vitesses de rotation

> 2> =
Qine=Quy+mn

Composition des vitesses Vi =V +Von

_— - —
v(M),,, = V(M);.rj +V(M}j|"k

Composition des accélérations

|
L

— —
o abe =T pel Y e + ¥ Cox

— — =3 —3

a(M),, = aM;:}"'a{M)ﬂk +a(M)Cor

— —y —>
avec a(M)g,, = 2Q,u Av(M),,

3 Cinématique du solide

— — —_—
Le champ des vitesses est un torseur  v(A), ;5 = v(B)y,0+ Q10 A BA.

Le champ des accélérations n'est pas un torseur !

—
d9 g

—_— —— 3 T}
=i ABA + Q.0 A (210 ABA)

—_
a(A) ;o =a(B) g+

4 Cinématique du solide : mouvements plans

e -3
Centre Instantané de Rotation : v{I;),, = 0

—
Equiprojectivité : A v(A) e

—_— > — —
V(A)W-AB=V(B)W'AB

Théoréme des trois plans mobiles :
Les trois CIR T, T et Lo sont alignés.

Note: I,,=1,;.

5 Eléments de cinétique d'un systéme de points matériels

Torseur cinétigue :
- - —
Quantité de mouvement . p =2 m.-v(M;)}.
i

i — — —
Moment cinétique en C : Lc =% | CM; am, v(M,-)J.

Torseur dynamique ;
+ > - _) -'_'_“H-)
Quantité d'accélération D =X [m;a(M,-}],

i —- -— —>
Moment dynamique en C : Ne =X [CM,— Am,-a(M,-)J_

- — -3 —
P =mv(G) D =ma(G) avec m =L [m.]

Relations torseur cinétique / torseur dynamique :

> 47 s 41— —
D =d_;: Nc =df———j‘f + WCY Amv(G)

6 Gdométrie des masses

~ Barycentre

mxg =[], o x dm mye :[[[],esy dm mzg = Iﬂpes z dm

— — —3 —> —? e
mOG = [l OP dm mvG) = o vP) dm (G = [y alP)

- -3 > .
Inerties. Dans un référentiel (Os, is, Jg, ks) (généralement lié au solide 8) :

A -F -E A=l s ¢* +25)dm D=,  yzdm
[lo,=| ¥ B D | avec ¢ B=[fpus(x*+2%ydm et 3 &£=[f,  zxdm
£ -D C C=[lpes (x* +y*)dm F=llfpqxydm

Au besoin, on sera parfois amené a calculer
A ={lly g x? dm
B = {505 )7 dm
' = jﬂkszlcﬁn

o loy=pusts 15477 dm

Ios : moment d'inertie polaire, au point Os.
o - - -
A, B, C - moments d'inertie par rapport aux axes (Os, /5),{0s, js ). (Os. kg).

L - - —> =3 -3 -
D, E, F: produits d'inertie par rapport aux plans {Os, js., ks), (Os, ks, i), (Os, s, Jjs ).

7 Principe fondamenm! de la statique

Le torseur des forces extérieures est identiquement nul !

[Fm]c = [0]{:



